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RESUMO

Neste trabalho estudamos numericamente a dindmica dos niveis de energia do bilhar de
Sinai totalmente dessimetrizado e sua relagdo com as autofuncoes do bilhar tridangulo
retangulo. Utilizamos o Método de Contorno de Paredes (MCP) para determinar o espectro
de energias e as autofungoes correspondentes através da analise das propriedades da matriz
T, objeto principal de estudo do MCP, que carrega informacoes acerca das autoenergias,
da geometria e das simetrias do sistema. Obtivemos a dinamica dos niveis de energia como
funcao dos angulos internos e do raio do bilhar, e verificamos que todos os autoestados
do bilhar de Sinai dessimetrizado estao associados a autofungoes do triangulo retangulo.
Verificamos também a existéncia de estruturas do tipo soéliton no espectro de energias para
estes dois casos e que elas sao geradas por fungdes de onda cicatrizadas. A longevidade de

cada soliton esta relacionada com a morfologia da sua funcao de onda correspondente.

Palavras-chaves: Dinamica dos niveis de energia. Bilhar de Sinai. Método de Contorno
de Paredes.



ABSTRACT

In this work we study numerically the level dynamics of the dessymetrized Sinai billiard and
its connexion with the eigenfunctions of the right triangle billiard. We use the Boundary
Wall Method (BWM) to determine the spectrum and the corresponding eigenstates by
analyzing the properties of the 7' matrix, the BWM main object of study, which possesses
informations about the system’s eigenenergies, geometry and symmetries. We determined
the level dynamics as function of the inner angles and the radius of the billiard, and
we found that all the eigenstates of the dessymetrized Sinai billiard are associated to
eigenfuntions of the right triangle billiard. We also found the existance of solitonlike
structures in the energy spectrum for these two cases and that they are generated by
scarred wave fuctions. The longevity of each solitonlike structure is related with the

morphology of its corresponding wave function.

Key-words: Level dynamics. Sinai billiard. Boundary Wall Method.
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1 Introducao

Damos o nome de problema de bilhar ao comportamento dinamico de uma particula
em movimento uniforme confinada em uma regiao bidimensional plana 2 do espaco e
delimitada por sua fronteira C, onde a particula sofre colisoes elasticas, isto €, a energia
cinética e o moédulo do seu momento linear sao constantes do movimento. Dependendo
da forma da fronteira, as propriedades dinamicas desse tipo de sistema podem variar
desde completamente reqular (sistema integravel), para completamente cadtica (sistema
nao-integravel), passando pela dindmica mista (sistema pseudo-integravel), onde dindmicas
regular e cadtica coexistem [1]. Se um sistema Hamiltoniano com n graus de liberdade
possuir n constantes do movimento em involucao, isto €, se o parénteses de Poisson entre
cada par de constantes do movimento for nulo, entao dizemos que o sistema é integrdvel [2]
e sua dinamica esté confinada em um torus n-dimensional no espaco de fase de genus g = 1*.
Caso contrario, o sistema ¢é nao-integravel. Existe ainda o caso em que um sistema com n
graus de liberdade possua n constantes do movimento, mas sua dinamica esteja confinada

em uma superficie de genus g > 1. Chamamos esses sistemas de pseudo-integrdveis [4].

Exemplos de bilhares integraveis sao os bilhares retangular/quadrado, tridngulo
retangulo com angulos internos medindo 45°-45°-90° ou 30°-60°-90°, circular e tridngulo
equildtero (veja figuras 1(a), 1(b) e 1(c)). Para estes sistemas sdo conhecidas duas constantes
do movimento, onde cada trajetéria pode ser prevista para tempos arbitrariamente longos
com precisao arbitraria [5]. Porém, se um obstdculo circular for colocado dentro do
retangulo (bilhar de Sinai), ou se o circulo for transformado em um estadio (veja figuras
1(d) e 1(e)), isto é, duas retas paralelas onde em ambos os extremos sdo conectadas a
dois semicirculos (bilhar de Bunimovich) ou se nenhum dos dngulos internos do bilhar
triangular forem racional com 7 (veja figura 1(f)), isto é, o/ # s/r, onde s,r € N,
o sistema se torna cadtico [6, 7]. Ou seja, pequenas alteragoes nas condigoes iniciais
da particula causam divergéncia exponencial com o tempo de trajetorias vizinhas. Esta
caracteristica limita a possibilidade de calcular o comportamento para tempos longos de
uma trajetoria comegando em um certo ponto do espago de fase. Além disso, o movimento
classicamente caotico estd relacionado com a perda de constantes do movimento. Do ponto
de vista de simetrias, uma constante do movimento implica em um certo tipo de simetria
dinamica, logo, podemos dizer que o movimento cadtico ocorre devido a quebra de algumas
simetrias. No caso do bilhar de Sinai, ele é devido ao efeito de defocalizagdo da reflexao no
obstéculo circular [6]. J& no bilhar de Bunimovich, o caos surge porque as retas destroem

a invariancia de rotacao dos dois semicirculos [7].

*O genus de uma superficie orientavel ¢ um ntimero inteiro e representa o ntimero de “buracos” que
ela possui [3]. Por exemplo, uma esfera tem genus 0 e um torus tem genus 1.
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(b) (c)
(d) (e) (f)

Figura 1 — Exemplos de alguns bilhares conhecidos na literatura. (a) bilhar quadrado e bilhar
triangulo retangulo (linha tracejada), cuja dindmica é regular para os dngulos 45°—
45°-90° e 30°-60°-90°; (b) bilhar circular; (c¢) bilhar tridngulo equilétero; (d) bilhar
de Sinai; (e) bilhar estddio de Bunimovich; e (f) bilhar triangular genérico.

Para os sistemas cuja dinamica é mista, as duas situagoes descritas acima podem
coexistir, e esses casos sao chamados de pseudo-integraveis. A dindmica classica desses
sistemas nao ¢ cadtica [4, 8], mas a distdncia entre duas trajetérias vizinhas cresce
quadraticamente com o tempo [9]. Os exemplos mais comuns desses sistemas sao os
bilhares poligonais, dentre eles destaca-se o bilhar triangular com pelo menos um angulo

interno racional com 7 [10].

Devido ao fato dos bilhares serem um dos sistemas dinamicos mais simples a
apresentar movimento cadtico, eles tém sido estudados extensivamente nas tultimas décadas,
tanto classica [11, 12] quanto quanticamente [13, 14, 15, 16]. O estudo quantico de bilhares
cujos analogos classicos sao cadticos, também chamado de caos quantico, proporcionou
uma drea rica em problemas fisicos, tanto tedricos quanto experimentais [17, 18, 19, 20].
No entanto, o problema de bilhar quantico, ¢ mais complexo e mais sutil que seu analogo
classico, e seus estudos ainda sao recentes sendo que, para certos bilhares, a descri¢ao

quantica nao é tao bem estabelecida quanto a descricao classica.

Como visto anteriormente, caos, em geral, se refere a sensibilidade exponencial de
uma trajetéria classica no espago de fase nas condicoes iniciais. Como na mecanica quantica
nao ¢é possivel definir uma trajetoria no espaco de fase, o comportamento dindmico dos
bilhares classicos se manifesta nas propriedades estatisticas do espectro de energias e/ou
nas estruturas das fungoes de onda correspondentes. Tem sido conjecturado e verificado

numericamente que sistemas cuja dindmica classica é completamente cadtica podem ter
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suas caracteristicas descritas por meio de estatisticas de matrizes aleatérias [21, 22], com

a matriz do Hamiltoniano do sistema obedecendo certas simetrias [23].

O estudo da teoria de matrizes aleatérias se desenvolveu quando E. Wigner estudava
as estatisticas dos niveis de energia de nicleos de dtomos pesados [24]. Ele descobriu que
as estatisticas das flutuagoes dos niveis de energia desses atomos concordavam com as
estatisticas das flutuagoes da densidade de autovalores de acordo com uma distribuicao
Gaussiana. Surgiram entdo os ensembles Gaussiano de matrizes aleatérias. Sao eles:
Gaussian Orthogonal Ensemble (GOE), Gaussian Unitary Emsenble (GUE) e Gaussian
Symplectic Emsenble (GSE).

Uma das quantidades estatisticas associadas as matrizes aleatérias mais estudadas é

a distribuigao da separacao dos niveis de energias vizinhos P(s), onde s = E,, .1 — E,,, pois

acredita-se que tenha um carater universal para diferentes tipos de dinamica. Isto é, para

sistemas integraveis d-dimensionais, o espacamento entre os niveis seguem a distribui¢ao
de Poisson [25]

P(s)=e%, (1.1)

que esta normalizada para um espagamento médio unitario. Para esses sistemas sao
conhecidas d constantes de movimento dando origem a d nimeros quanticos. Niveis com
nimeros quanticos muito diferentes podem possuir energias coincidentes [25], logo quando

s — 0, P(s) — 1, um fendmeno conhecido como agrupamento de niveis (level clustering).

Por outro lado, os sistemas completamente cadticos seguem a distribuicao de
Wigner [23]

P(s) = gsﬁeﬂrsz/‘l, (1.2)

que esta normalizada para um espagamento médio unitario, sendo que 5 > 0 caracteriza os
trés ensembles Gaussianos existentes. Diferentemente do caso regular, devido ao aumento
da caoticidade, algumas constantes do movimento sao perdidas, implicando na perda de
bons niimeros quanticos e no mizing [26] de estados com ntmeros quéanticos diferentes,
logo quando s — 0, P(s) — 0, ou seja, devido & quebra de simetria, nos pontos onde
os niveis cruzavam (caso regular), os estados interagem fortemente e os nives se repelem
(avoided crossings) [26]. Os valores de [ estao relacionados com o tipo de simetria presente
no sistema. Para o GOE, temos que § = 1 e as matrizes possuem invariancia por reversao
temporal e rotacional. As matrizes do GSE possuem invariancia por reversao temporal, mas
nao por invariancia rotacional e § = 4. Ja as matrizes do GUE, onde 8 = 2, nao possuem
invariancia por reversao temporal e ainda nao foi verificado se ha ou nao invariancia

rotacional [21].

No entanto, muitos dos sistemas na natureza nao pertencem a nenhuma dessas
categorias. Para um sistema genérico, o espaco de fase é misto e varios modelos para a

distribuicao da separacao dos niveis de energias vizinhos foram propostos. Dentre eles os
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mais conhecidos sao a distribuigao de Berry-Robinik [27],

2 N
P(s) = ;(3?82 [eglsil_lzerfc (?Qﬁ)},

onde os autores consideraram o espaco de fase composto por uma regiao regular e N — 1

regides cadticas e p é a densidade média de niveis, e a distribuigdo de Brody [28],

P(s) =w(q+ 1)s?exp (—wsq+1), (1.3)

q+1
w = F M s
qg+1

obtida através de uma generalizagao de (1.2). ¢ quantifica o grau de caoticidade do sistema,

onde

sendo que, para ¢ = 0, temos a distribuicdo de Poisson e para ¢ = 1, a distribuicao de

Wigner. Para valores intermediarios de ¢ a dindmica ¢ mista.

Além da caracterizacao da dindmica de um sistema através da andlise da distribuigao
da separacao dos niveis de energias vizinhos, sabe-se que a nao-integrabilidade se manifesta
também no movimento paramétrico dos autovalores como funcao de algum um parametro
presente no Hamiltoniano [29, 30, 31]. A vantagem de estudar esse movimento paramétrico

é que podemos observar a dependéncia dos autovalores em fungao desse parametro externo.

Pechukas [31] e Yukawa [32] mostraram que é possivel obter uma analogia entre
um gas classico unidimensional e um sistema quantico perturbado com Hamiltoniano
H = Hy+ 7V, onde Hy é o Hamiltoniano do sistema nao-perturbado e 7V é uma
perturbagao. Neste caso, a “dindmica” dos niveis de energia E,(7) com o pardmetro 7 é
governada pelas mesmas “equagdes de movimento” que as posigoes x,(7) das particulas
do gas. Gaspard, Rice e Nakamura [33] mostraram ainda que, para esse mesmo sistema
quantico, sao observadas diversas estruturas tipo séliton no espectro de energias conforme
o parametro 7 é variado (veja a figura 2). Essas estruturas sao formadas por repeléncias
sucessivas de niveis de energia ao longo de uma curva ficticia, o que sugere a persisténcia
de alguma propriedade de um autoestado apés diversas repeléncias [33]. Tais estuturas

também foram observadas no espectro de energias do bilhar estddio de Bunimovich [34, 35].

As repeléncias sao exibidas em diagramas onde o espectro de energias é plotado em
fun¢ao de um pardmetro varidavel como por exemplo: um campo elétrico [36] ou magnético
[37] externo, ou a distdncia interatdémica em uma molecula [38] ou algum pardmetro
geométrico em um bilhar [35, 39, 40], sendo que para sistemas sem simetrias adicionais, os
niveis de energias nunca cruzam, mas aproximam-se um do outro de uma forma irregular.
O ponto de menor distancia entre eles é chamado de repeléncia. Conforme o sistema
classico se torna cada vez mais cadtico, o nimero de repeléncias no espectro quantico

aumenta [26, 41, 42], o que se deve a forte interagdo dos niveis de energia.
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Figura 2 — Exemplo de um biséliton para uma familia de Hamiltonianos da forma Hg + 7V,
retirado de [33], onde no eixo vertical estd indicado os niveis de energia em ordem
crescente e no eixo horizontal o parametro 7.

Outra caracteristica comum de sistemas quanticos cujos andlogos cldssciso sao
cadticos é que seus autoestados geralmente apresentam um actimulo de sua densidade
de probabilidade ao longo das orbitas periddicas instaveis mais curtas do bilhar classico
associado. Esse fenomeno é conhecido como scarring, ou estado cicatrizado, e foi descoberto
por Heller [43] ao estudar as autofuncoes do bilhar estddio de Bunimovich (veja figura
3). Ele enfatizou que um grande ntimero de autofungoes deste bilhar apresentam tal
caracteristica e que, dado um estado cicatrizado com ntimero de onda k que esta associado
a uma Orbita peridédica instavel de comprimento L, é esperado ver uma familia de estados
cicatrizados da mesma Orbita em k + 27n/L [43], com n inteiro. Além disso, no bilhar
estddio de Bunimovich é facil observar os chamados estados bouncing ball (BB) (estado
inferior a direita da figura 3), que correspondem a sucessivas reflexdes nas paredes retas do
bilhar. A localizacao para os estados BB é maior que os demais estados cicatrizados e eles
sobrevivem ao limite semicldssico [44, 45]. Além disso, os estados BB foram associados a

estruturas tipo séliton no espectro do bilhar estadio [34, 35].

Gragas ao crescente avanco tecnoldgico, o interesse e o investimento na fabricacao
de estruturas meso e nanoscopicas, onde a fun¢do de onda do problema precisa se anular
em suas paredes, tem-se intensificado. Os bilhares, além de fornecerem diversos resultados
no ambito do caos quantico, podem servir de modelos tedricos para tais estruturas.
Alguns exemplos dessas aplicagdes sao os pontos quanticos [46, 47, 48], cavidades de
microondas [17, 49, 50], filmes finos [51], currais quanticos [52, 53, 54|, interruptores

quénticos [55, 56|, etc. Juntamente com a importancia experimental e tecnoldgica, cresceu
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Figura 3 — Exemplos de estados cicatrizados do bilhar estddio de Bunimovich, retirado de [43].

também a necessidade de métodos simples e eficientes de resolucao teodrica dessa classe de

sistemas. Alguns dos métodos mais utilizados sao:

e Boundary integral method: E talvez o método mais utilizado na literatura para a
obtencao das solugoes para bilhares. A funcao de onda é expressa em termos de uma

integral de linha e de sua derivada direcional [57];

e Plane wave decomposition method: este método utiliza uma superposicao de ondas

planas com fases aleatdrias no intervalo [0, 27) como ansatz para a fungdo de onda [43];

e Fxpansion method: neste caso a fun¢ao de onda é expressa como uma combinac¢ao

linear das autofungoes ortonormais do bilhar retangular [58].

Em meados de 1990 foi proposto um novo método, o método de contorno de paredes
(MCP) [59], com uma abordagem diferente da maioria dos tratamentos teéricos, para a
solucao de problemas de espalhamento quantico de uma particula por barreiras arbitrarias,
abertas ou fechadas, conexas ou desconexas, com varios tipos de condi¢oes de contorno.
O MCP ja foi utilizado com sucesso no estudo de diversos sistemas, como por exemplo:
condutancia em ressonadores abertos [60], cristais fotonicos [61], otimizacao de cavidades
para dispositivos coletores de fétons [62], ondas de matéria em fios quanticos e redes
atdomicas [63, 64] e tunelamento no bilhar eliptico aberto [65]. E também ja foi testado em
varios bilhares fechados, como por exemplo: quadrado, quarto de Sinai quadrado, quarto
de Sinai e quarto de estddio de Bunimovich [66]. Mais recemente foi utilizado no estudo
das propriedades de transmissao de canais acoplados [67]. Uma das vantagens do MCP
é que, diferentemente da maioria dos outros métodos de espalhamento, ele fornece, em
um tunico calculo, as solugoes corretas para as regides externa e interna da barreira. Além
disso, o objeto matematico principal do método é uma funcao T que carrega informagoes
acerca das autoenergias e da geometria da barreira. Tais caracteristicas, aliadas a sua facil

implementagao numérica, conferem simplicidade e eficacia ao MCP.

Diversos estudos estatisticos acerca do movimento paramétrico dos niveis de energia

de sistemas quanticos classicamente cadticos, incluindo o bilhar de Sinai, ja foram realizados,
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tanto numéricos [26, 33, 41, 42], quanto experimentais [39]. No entanto, é de grande
importancia também estudar o comportamento das autofungdes destes sistemas em funcao
das suas geometrias, uma vez que a densidade de probabilidade |¢(r)|* nos diz como a
particula se comporta em uma cavidade e que em realizagoes experimentais o desempenho
do dispositivo depende de por onde as particulas podem transitar. Além disso, a anélise
das autofuncgoes e das caracteristicas do espectro de energias também nos auxiliam no
estudo da transicao entre os regimes regular e cadtico. Esta relacao e onde é o limite de
acao de cada dinamica ainda nao é bem compreendida. Portanto, neste trabalho iremos
aplicar o MCP e as propriedades da fungao 1" para estudarmos a dindmica dos niveis de
energia do bilhar de Sinai totalmente dessimetrizado, parametrizado pelo valor de seus
angulos internos e de seu raio, e a morfologia das fungoes de onda correspondentes para

casos onde a dinamica classica ¢ regular, mista e completamente cadtica.

No segundo capitulo deste trabalho mostraremos o desenvolvimento andlitico
e numérico do MCP e discutiremos também algumas propriedades de 7. Em seguida
exemplificaremos tais propriedades e a utilizacdo do MCP para a obtencao das solugoes
corretas de ressonancia utilizando dois bilhares conhecidos na literatura: os bilhares
quadrado e tridngulo retangulo. Iremos ainda comentar sobre a aplicaggdo do MCP no
estudo da otimizacgao de cavidades para dispositivos coletores de foétons. No terceiro capitulo
faremos a discussao da dindmica dos niveis de energia do bilhar de Sinai em funcao de
dois parametros: os seus angulos internos e o seu raio. Analisaremos o comportamento e a
morfologia das autofunc¢oes nas vizinhancas das repeléncias e nas estruturas tipo séliton
presentes no espectro. Iremos também relacionar as 6rbitas peridédicas instaveis do bilhar
analogo classico com os estados cicatrizados do bilhar quantico e mostraremos um modo de
verificar se um dado estado cicatrizado estd associado com uma determinada érbita. Como
complemento ao estudo da dinamica dos niveis de energia e da classificacdo do sistema
quanto a sua dinamica classica, iremos mostrar as estatisticas da separacao dos niveis de

energias vizinhos para diferentes geometrias, isto é, diferentes valores de angulos e raios.
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2 O Método de Contorno de Paredes

2.1 Desenvolvimento analitico do MCP

Um problema quantico nao-relativistico é resolvido somente se obtivermos uma
funcao de onda que satisfaca tanto a equacao de Schrodinger quanto as condigoes de
contorno apropriadas. O andlogo quantico de um bilhar classico é definido pela equacao

de Schrodinger estacionaria
R _,

—5, V Y(r) + V(r)y(r) = Ey(r), (2.1)
onde m ¢ a massa da particula, F sua energia e r seu vetor posi¢ao, em conjunto com
condi¢oes de contorno do tipo Dirichlet. Além disso, devemos escolher um potencial V' (r)
no qual a particula interaja somente nos pontos pertencentes a fronteira C do bilhar,

comportando-se como uma particula livre dentro e fora da regiao €2, delimitada por C.

Para realizarmos isso, iremos utilizar um potencial do tipo “parede-§” [59]

Vir) = [2(s)o(r = x(){als) + [1 - als))u(s)} ds. (2:2)

onde a integracao é feita sobre a fronteira C que é parametrizada por s € [0, L] e L é o
perimetro do bilhar. O termo ~y(s) define a permeabilidade da barreira e a(s) controla o
tipo de condi¢ao de contorno desejada sobre um ponto s da fronteira. A agdo da funcao

delta em (2.2) garante que a agao do potencial sobre a particula seja somente sobre C.

Os tipos de condigoes de contorno do problema serao definidos a partir da escolha
correta dos parametros do potencial. Para valores de 7(s) finitos, (2.2) terd o efeito de
uma parede permeavel, no sentido de que existe uma probabilidade T = 4k?/(4k? + ~v(s)?)
da particula ser transmitida e uma probabilidade R = ~(s)?/(4k* + v(s)?) de ser refletida
[59], onde k = v/2mE/h. No limite v(s) — oo o efeito serd de uma parede impenetravel,
com a probabilidade de transmissao tendendo a zero e a funcao de onda da particula se

anulando em s (condigao de Dirichlet).

Reescrevendo (2.1) como
(V24 k) p(r) = Ur)u(r), (2.3)
onde U(r) = 2mV (r)/h* e admitindo a existéncia de uma fungao Go(r,r’; k), tal que
(V2 + k2)G0(r, v’ k) =0d(r—1'),
qualquer funcao 1 (r) que satisfaga a

U(r) = o) + [ Golr,x; U )Y () dr (24)
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com (V2 + k*)p(r) = 0 e Gy sendo a fungio de Green livre, também satisfaz a (2.3). Em

duas dimensoes, a funcao de Green livre é dada por

2ma

~ g 1o (ke = x')), (2.5)

Go(r,r'; k) =
ondei=+/—1e H(()+) ¢ a funcao de Henkel de ordem zero do primeiro tipo, que corresponde
a solugoes esféricas da equagao de Schrodinger livre em duas dimensdes [68]. A equagao
(2.4) é conhecida na literatura por equagao de Lipmann-Schwinger e é uma das equagoes
mais utilizadas para descrever espalhamento na mecanica quantica. Para simular a acao
de uma parede sobre a particula utilizaremos o potencial (2.2) com «a(s) =1V s, o que

garante a condi¢ao de contorno de Dirichlet sobre toda a fronteira do bilhar, isto é,

V(r) = /C 1(5)d(r — r(s)) ds. (2.6)
Claramente V(r) = 0 se r ¢ C, de modo que a ac¢ao de um potencial tipo parede é
verificada.

Com 2m = h =1 e substituindo o potencial (2.6) em (2.4), temos

+/G0rrk[/7 (r' —r(s))ds|v(r')dr'.

A integracao sobre r’ torna-se trivial observando-se a propriedade de filtro da funcao delta.
Segue que

V() = o) + [ () Golr,r(s); k) (x(s)) ds (2.7)
Esta equagao pode ser interpretada como a equacao integral de espalhamento para uma

barreira permeavel C caracterizada por 7y(s).

De agora em diante iremos considerar y(s) constante sobre toda a barreira. O
caso em que a permeabilidade é variavel ao longo da barreira pode ser tratado de forma
semelhante ao caso constante trazendo, no entanto, complicagoes adicionais que nao con-
tribuem para o entendimento do método. Desta forma, por simplicidade iremos considerar
v(s) = v V s. Tomando um ponto de espalhamento sobre a barreira com r = r(s;) em

(2.7) e isolando ¢(r(sp)), temos que

ple(s2)) = (r(si)) = [ AGo(x(ss). T(s0); Kpb(r(s,)) dsa (2.8
= [ (s = sa)le(sa)) dsa = [ 1Golx(sy).x(s): W)(x(s,)) dsa.

= [18(ss = 5) = AGo(x(ss), v(5)s k)] (x(s2)) dsa

= [T s sa)lr(sa) dsa (29)

*A interpretagao fisica de ¢(r) serd discutida mais adiante
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onde definimos T. ' (sp, $a) = 6(s, — Sa) — YGo(r(s6),r(54); k)T. Pela defini¢ao de T fica
claro que ela é simétrica com relagao a troca s, <> s,, uma vez que a funcao delta e a

funcao de Green também sao simétricas com relacao a essa mesma troca.

Determinamos a funcao T, (s, s,) através da exigéncia que ela deva possuir uma
inversa, uma ver que ela esta relacionada a operadores Hermitianos que possuem inversa,
isto é

d(Sq — Sp) = /CT,Y(sb, $e)T  (Sey 8a) dse . (2.10)

Como T~ ! ¢ simétrica, T, também é, logo, podemos também obté-la através de

5(50 — 85) = /C T (51, 5¢) Ty (Ser 5a) e (2.11)

Podemos entdo expressar ¢(r) em termos de T, ao invés de 1 !. Para isto, vamos aplicar
T, (s, sp) em (2.9)

T (sess)ip(e() = [ T3 (s 0) T (50,500 (x () s

Integrando ao longo da fronteira sobre ds; os dois lados da equagao acima, obtemos, apds

utilizar (2.10) e as propriedades da fungao delta,

U(e(se)) = [ (e s0)p(x(s0) sy (212)

Substituindo (2.12) no integrando de (2.8), obtemos finalmente

U(r) = p(r) + /C/CGO(r, r(sp); k)Y (Sp, Sa)p(r(Sq)) dsg dsp . (2.13)

A resolugao de (2.13) fornece a fungao de onda de uma particula, de ntiimero de onda
k, interagindo com uma barreira C de permeabilidade ~ para todos os pontos do espaco.
Diferentemente dos outros métodos citados anteriormente, através do MCP, para regices
fechadas (bilhares), é possivel obter em um tnico célculo a solugao do problema de
espalhamento (solu¢ao externa) e as solugoes internas (autoestados), sem a necessidade
de distinguir as duas regides. Além disso, a fun¢ao de onda 1 (r) depende apenas de

parametros conhecidos: Gg, v e @ e as integrais sao realizadas apenas sobre a fronteira C.

Para completarmos a nossa solucao precisamos encontrar uma forma de obter 77,.

Para isso, vamos substituir a defini¢ao de 70! em (2.10)

d(Sq — Sp) = /CT,y(sb, $e)[0(8e = Sa) — YGo(r(se), r(sq); k)| dse,
= /CTFY(sb, Se)0(8e — 8q) dse — /CT,Y(Sb, Se)YGo(r(se), r(sq); k) dse,

=T,(Sp, Sa) — /CTW(sb,sc)vGo(r(sc),r(sa);k‘) ds, . (2.14)

TA funcéo T, (sp, Sa) esté associada & probabilidade da particula incidir sobre o ponto s; e ser espalhada
no ponto s,. A interpretacao fisica de 7', e suas caracteristicas serdo discutidas na segao 2.2.
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Isolando T, (s, s4), obtemos

T, (Sp, Sa) = 0(Sa — Sp) + /c T, (s, 5¢)VGo(r(se), r(sq); k) dse . (2.15)

Para resolvermos essa equagao integral vamos utilizar o método recursivo de séries de

Neumann [68], resultando em
T, (Sp, Sa) = 0(Sa — Sp) + ZT (Sb, Sa)s (2.16)

onde

T =" [ Golr(s,).x(s0): k)Galr(sa). T(s1)s k) x -+
X Go(r(s;_1),r(sp); k) dsydsy---ds; 1 .

Até esse ponto a nossa discussao foi apenas para o caso em que a permeabilidade ~y
é finita e constante. No entanto, o nosso interesse estd em estudar bilhares com paredes
rigidas, isto é, precisamos encontrar os andlogos das equagoes (2.13) e (2.16) no limite
7 — oo. Para tanto, partimos da equacao (2.14), que ¢é a identidade (2.10) em conjunto

com a definigao de 7. 1. Podemos reescrevé-la como

3o = 50) = == 5]+ | [T 5050 Gl () (5,5 ) s

Tomando o limite v — oo na equacao acima

0(sp — 8q) = lim {—1[—7T7(sb, sa)]} + lm [ [T (Sp, 5¢)|Go(r(se), r(s4); k) dse .

Y—00 f)/ Y—00 C

Agora, multiplicando (2.12) por 7, temos

() = [ AT (s )plr(ss) s

Como no limite v — 0o a expressao acima nao pode divergir para que (2.7) tenha solugao,
entdo, exceto para o caso em que S, = s, a quantidade 7, (s, sp) deve ser finita em tal

limite. Portanto, definindo

T(Sc, 8p) = —’yll_)IIOlo VI (S, Sp), (2.17)
teremos
3(sp — 54) = /C T84, 50)Go(r(s.), r(54); k) ds, . (2.18)

O célculo partindo da identidade (2.11) é semelhante e o resultado é dado por

3(sp — 4) = /C Go((s), 1(50); k)T (50, 50) ... (2.19)
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Nos resta agora encontrar a expressao final de ¢ (r) no limite v — oco. Tomando o limite

v — oo em (2.13), obtemos

0(6) = o) + Jim [ [ Gl xs0)s kYT (50, 50)p(r(sa) dsa s,

= o0) + [ [ Golrx(su); ) lim (T (51, s)}p(r(s.)) dsa d,

uma vez que ¢ e G nao dependem de . Utilizando entao a definigdo de 7', (2.17), obtemos

W(r) = o(r) — /C /c Go(r, 1(55); k)T (5, 50)(x(50)) dsa dsy (2.20)

A equagao (2.20) fornece a fungao de onda em todo o espago para uma particula interagindo
com uma barreira C impenetravel. Neste caso, e no caso permeavel (equacao (2.13)),
interpretamos ¢(r), que é a solu¢ao homogenia da equacao de Helmholtz (2.3), como uma
onda incidente no problema de espalhamento (externo). E facil verificar que (2.20) satisfaz
a condicao de contorno de Dirichlet sobre C. De fato, fazendo r = r(s) e usando (2.19),

obtemos
V() = plr(s) = [ [ Golr(s),x(s0): KT (sh, sa)i(x(s0) dsa sy
= o(x(s) = [ 8(s = sa)ip(x(sa)) dsa.

c
=0.

2.2 Propriedades da matriz 7T’

Dos resultados mostrados anteriormente, notamos que o MCP gira em torno da
introducao da matriz T', pois uma vez que conhecida sua forma matematica, as equacoes
(2.13) e (2.20) podem ser resolvidas.

No entanto, a matriz 7" nao é apenas um objeto matematico para a obtencao da
fungao de onda 9 (r). Ela é uma fungao da energia e carrega informagoes essenciais acerca
das autoenergias, da geometria e das simetrias do sistema. Devido a isso, ela possui um
mecanismo de filtro, agindo no sentido de extrair qualquer parte da onda incidente que se
anule na fronteira C, obtendo assim os estados ressonantes e autoestados do sistema (ver
se¢ao 2.4). Além disso, diferentes propriedades dos autoestados correspondentes podem
ser indentificadas diretamente de 7' [59, 66]. De fato, os elementos T'(sp, s,) apresentam as

seguintes propriedades [40], que explicitam as relagoes descritas acima:

(a) |T'(sp, sq)| esta relacionado com a probabilidade da particula incidir em um elemento

S, € ser espalhada em s, da barreira;

(b) Se a energia ' = k? da onda incidente ¢(r) nio corresponder a um estado ressonante
do sistema (um autoestado no caso fechado ou um estado ligado ao continuo [69, 70,

71] no caso aberto), |T'(sy, s4)| é aprecidvel apenas para s, & Sg;
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(c) Para valores de energia ressonantes, |T'(sp, s,)| possui uma rica estrutura, com os
elementos s, &~ s, apresentando um aumento acentuado quando comparados com (b)

e com os termos onde s, # s, sendo expressivamente diferente de zero;

(d) Suponha duas regices distintas de € (24 e 25, por exemplo), delimitadas pelos seg-
mentos C4 e Cp. Entdo, na ressondncia, o elemento |T'(s, € Cp, s, € Ca)| é aprecidvel
somente se o estado interno associado a energia F = k% da onda incidente estende-se
até as regides Q4 e Qp [40]. Em outras palavras, se o estado for localizado em 4,
por exemplo, apenas os elementos |T'(s, € Ca, s, € Ca)| serdo relevantes (além dos

elementos na vizinhanga de s, = s,).

Nas equagoes (2.13) e (2.20), a fungao de onda 1(r), ap6ds ser espalhada, é formada
pela soma de uma onda incidente ¢(r) com uma parte espalhada 1*P(r), que interagiu
com a barreira. Para qualquer ponto r no espaco, tanto fora quanto dentro de C, a parte
espalhada da funcao de onda é resultado da soma dos valores da onda espalhada por
cada ponto da barreira. Podemos, entao, interpretar a construgao de 1 (r) através de um
principio semelhante ao de Huygens. A matriz 7" nesse processo atua como um propagador
da onda sobre a barreira. Para um dado s,, T propaga a “onda fonte” até um ponto
sp que entao é propagado livremente até r pela fungao de Green Gy(r,ry; k), como estd
esquematizado na figura 4. Todas as interagoes que acontecem entre o ponto de “incidéncia”
Sq € o ponto de “saida” s, da barreira estao incluidos em 7. Ou seja, ela nao é uma
quantidade perturbativa (veja a equagao 2.16), T' ja representa todas as contribuigoes
dos multiplos espalhamentos ocorridos nas paredes do bilhar. Assim, ¢*P(r) é resultado

da soma de todas as contribugdes deste tipo, como podemos observar na equagao (2.20).

Figura 4 — Representagao esquematica de um dos passos do processo de espalhamento na regides
interna (esquerda) e externa (direita). A soma de todas as contribuigoes deste tipo
levam a onda espalhada ao ponto r.
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Nesse processo, o médulo de T'(sy, s,) é interpretado como a amplitude de probabilidade
do componente que incide perpendicularmente a barreira em s, ser espalhado e “sair”
em s,. A partir desta observagao podemos entender por que o médulo dos elementos
da diagonal de T sdo sempre maiores que os elementos fora da diagonal. Nesta situagao
estamos analisando a probabilidade de uma particula incidir sobre um ponto da barreira
espalhadora e sair por esse mesmo ponto. Tal probabilidade é, logicamente, maior que a

probabilidade da particula sair por outro ponto da barreira.

Da discussao acima podemos também entender o mecanismo que gera os autoestados
internos quando k for um k ressonante, ou que fornece ¢ (r) = 0, para r € € quando k nao
pertence ao espectro de energias do bilhar. Primeiramente podemos pensar em 7T'(sp, s,)
como sendo fontes puntuais de onda. Fora da ressonéncia, os elementos 7'(sy, s,) nao estao
correlacionados de forma que as fontes nao sao coerentes e a soma dessas contribuigoes
resultam em uma interferéncia destrutiva. Por outro lado, quando estivermos em uma
ressonancia, os elementos 7T'(sy, s,) possuem um padrao caracteristico da ressonancia e isso
da origem a uma interferéncia construtiva. As propriedades discutidas nesta secao serao

exemplificadas na secao 2.4.

Outro aspecto importante da matriz 7' é a sua singularidade na “diagonal principal”,

Sp = S,. Este fato é uma consequéncia direta da definicao de 7', dada por (2.19)
3(sp — 4) = / Go(r(sy), 1(s); k)T (5, 5) ds . (2.19)
c

Primeiro, notamos que a integral diverge apenas para s, = s,. Também, essa é a tnica
situacao em que todos os argumentos de G e 1" podem simultaneamente coincidir conforme
a variavel de integracao s percorre C. Segundo, Go(r(sp), r(s); k) diverge logaritmicamente
para |r(s,) —r| — 0 (veja equagao (2.5)), ou seja, Gy sozinha é integravel, isto é, sua
integral ao longo de C ¢é finita. A partir destas observacoes podemos concluir que 7" deve
possuir uma singularidade. Além disso, esta singularidade esta localizada em s, = s,, uma

vez que é a combinacao das singularidades de T' e Gy que fazem com que a integral divirja.

Guiados pelas propriedades da matriz T discutidas acima, podemos identificar
e classificar os estados de um dado sistema diretamente a partir das caracteristicas
observadas de T'. Essa analise pode ser feita da seguinte forma: para uma estrutura
arbitraria, definimos um parametro geométrico, g, que pode ser o raio do disco interno no
bilhar de Sinai, ou um angulo interno de um triangulo, por exemplo. Entao, calculamos
a média do valor absoluto dos elementos da matriz 1", com excessao dos elementos da
diagonal, isto é, (|T'(sp, sa)|>8b7ésa, e os plotamos como funcio de k = VE e do pardmetro
geométrico [40]. O motivo de plotarmos a média de |T'(sp, s,)| ao invés de um tnico
elemento é que como T'(sy, s,) estd relacionado com a probabilidade da particula incidir
em s, e ser espalhada em s;, ao plotarmos somente este elemento, estaremos levando em
conta apenas esta contribuicao da matriz T na construcao do autoestado. Ao plotarmos

a média, levamos em conta todos os possiveis espalhamentos. Picos de (|T'(sp, sa)|),, 2,
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indicam a existéncia de um autoestado para os valores de k e g associados. E sequéncias
de picos formando trajetorias no espago k x g correspondem a familias de autoestados. O
formato e a localizagao destas trajetérias irao indicar os diferentes padroes dos estados
correspondentes. Portanto, de uma forma pratica, nés podemos determinar os estados de
ressonancia, e algumas de suas caracteristicas, quando um certo parametro geométrico g
do sistema é variado. Além disso, nessa analise nao é necessario o calculo das autofungoes
1 (r) correspondentes, apesar destas poderem ser facilmente obtidas. Esse procedimento

serd exemplificado na secao 2.4.

2.3 Desenvolvimento numérico do MCP

Embora o desenvolvimento analitico do MCP seja relativamente simples, como
mostramos na se¢ao anterior, resolver as equagoes (2.19) e (2.20) pode apresentar grande
dificuldade, ou até mesmo ser impossivel, dependendo da geometria da barreira espalhadora.
Alguns casos em que ¢é possivel resolver (2.19) e (2.20) analiticamente estao exemplificados
nas referéncias [59, 66]. Devido a essa dificuldade, foi desenvolvida uma abordagem

numérica do MCP, que iremos discutir a seguir.

Primeiramente, discretizamos a barreira C em N partes de tamanhos iguais (veja
figura 5), dado por A; = L/N, onde L é o perimetro de C, formando o conjunto {C,},

j=1,2,---. Desta forma, considerando v constante, podemos reescrever (2.7) como

9lr) = ) +7 3 [ Golr xls); ) (r(s)) ds.

Agora, vamos considerar s; como o ponto médio do segmento C;, cujo vetor posicao é

r(s;) = r;. Se os segmentos forem muito pequenos, isto é, se N for grande, podemos

Figura 5 — Discretizacdo de uma fronteira arbitraria C.
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escrever, em boa aproximacao

N
b(r) = o(r) + Zw(rj)/c Go(r, (s); k) ds. (2.21)
=1 i
Fazendo agora r = r;, com s; sendo um ponto de C;, obtemos de (2.21)
N
U(r;) & o(r;) + Y Myyi(r)), (2.22)
j=1
onde
Mij = /C Go(ri, I'(S); k?) ds. (223)

Para U = (¢(r1),%(r2), - ,(rn))T e @ = (¢(r1), 0(ra), -, o(rn))T, (2.22) nos leva a
V=& +yMU,

que pode ser reescrita como
YU =To (2.24)

com

T =~ —yM] .

Aqui, T é a versao discreta da funcao T'(sp, s,) que definimos em (2.19). Ela é uma matriz

N x N complexa e simétrica. Tomando o i-ésimo elemento da matriz coluna ¥ em (2.24)

Y = yY(r;) = (TP);.

Entéao, substituindo em (2.22), obtemos

U~ o) + Y [ Colr.ry) ds (T9),

Podemos aproximar a integral acima pelo seu valor no ponto médio de C; com A; sendo

seu comprimento, obtendo assim a forma discretizada da equacao (2.13)

N
U(r) ~ p(r) + 3 Go(r,r)A;(T®),. (2.25)

j=1
Esta é a forma discreta da funcao de onda em todo o espaco de uma particula interagindo
com uma barreira C de permeabilidade v finita. Para obtermos a matriz M utilizamos
novamente o teorema do valor médio, agora em (2.23), como fizemos para 1. Deste modo,

temos que a forma discretizada de (2.23) ¢
Mij =~ GQ(I‘Z‘, rj; kZ)A] (226)

Como a fungao de Green livre em duas dimensdes é dada por (2.5) e como a fungao de

Henkel diverge para |r — ro| — 0, quando i = j nds teremos problemas com a aproximagao
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acima. Portanto, para os elementos da diagonal de M teremos que calcular explicitamente

a integral em (2.23).

Para o caso de uma barreira impermedvel, onde 7 — oo, descrito por (2.20), temos
que T — —M~! e entdo (2.25) fica

N
b(r) = p(r) =Y Go(r,1))A; (M”@)j. (2.27)
j=1
Analogamente a (2.25), (2.27) é a forma discreta da funcao de onda de uma particula

interagindo com uma barreira C impermeavel.

No limite N — oo, em principio, as solugoes (2.25) e (2.27) tendem para as solugoes
exatas (2.13) e (2.20). No entanto, o tempo do cdlculo numérico escala com O(N?), entdo
precisamos escolher um N para o qual o tempo computacional seja razoavel e que seja
grande o suficiente para satisfazer o limite para a validacao dos resultados. Um modo de
calcularmos o nimero de divisoes da barreira que otimiza tanto o resultado numérico,
quanto a performance computacional, é observando que o método traz bons resultados
para [66]

Aj -1
— < 10
)\ b

onde A; = L/N ¢é o comprimento do segmento C;, L o perimetro de C e A = 27/k é o
comprimento de onda da onda incidente. Ou seja, A deve ser maior que os elementos A,
da discretizacao de C para a onda considerar a barreira como uma parede e ndo haver um

“vazamento” da funcao de onda através da fronteira.

Na prética, no entanto, nao dividimos a fronteira C de um bilhar em N partes
iguais, e sim levamos em conta o comprimento de cada lado ¢;} para definirmos o niimero
de pontos sobre cada um deles. Primeiramente nos definimos um valor constante para a
razao A; /N = %, onde A; = {;/n; é o tamanho da separagao dos n; pontos sobre o lado ¢;.
Desta forma, o nimero de pontos n; sobre o i-ésimo lado é

ik
= 2K

de modo que o nimero total de pontos sobre a contorno C do bilhar é
i

A vantagem de manter a razao # constante ao invés do niimero de pontos N é que é

utilizada a mesma precisao para todas as regioes do espectro.
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2.4 Aplicacoes do MCP

Nesta secao iremos exemplificar a aplicagao do MCP para dois bilhares quanticos
conhecidos na literatura: o bilhar quadrado e o bilhar tridngulo retangulo (veja a figura 6),

focando nas propriedades da matriz T', dada por M~}

, e na funcdo de onda (r), dada
por (2.27). O primeiro bilhar que apresentaremos possui uma dinamica cléssica regular e
o segundo ¢ um exemplo de bilhar poligonal que pode apresentar uma dinamica mista.
Além disso, iremos comentar acerca da utilizagdo do MCP na otimizacao de cavidades

para dispositivos coletores de fotons.

Acerca dos detalhes numéricos das simulagoes, para o célculo da fung¢ao onda (2.27),
a menos que seja dito o contrario, utilizaremos como onda incidente ondas planas do tipo
o(r) = exp [i(kez + kyy)], onde k ¢ o médulo do vetor de onda de ¢, dado por k* = k} 4k
e ky = kcosl, k, = ksen#, com § = arctan(k,/k,) sendo o dngulo de incidéncia de ¢
sobre bilhar, medido a partir do eixo x positivo. Com relacao ao niimero de pontos sobre
a barreira, utilizaremos o valor da razao # = 0,05 para os segmentos retos e Z = 0,025
para os segmentos curvos 5. Além disso, a menos que seja dito o contrario, em todos os
gréaficos de densidade de [¢)(r)]* e |T|* as regides escuras correspondem aos maximo e as

regides claras aos minimos.

2.4.1 Bilhar quadrado

Vamos comegar a discussao dos exemplos numeéricos calculados através do MCP
com o caso do bilhar quadrado de lado unitario. Guiados pela discussao feita na secao
2.2, primeiramente obtemos o espectro de energias para o bilhar através do grafico de
(T(s0s Sa)) 5, X k> com o parametro geométrico g que define a geometria do sistema
constante, onde cada pico da matriz T' representa um autoestado do sistema. Na figura 7

encontra-se tal grafico para um intervalo k € [2,25] e k € [64,4,64,8]. Apds a obtengao do

(a) (b)
Figura 6 — (a) bilhar quadrado e (b) bilhar tridngulo retdngulo.

{Caso o bilhar possua alguma parte curva, como o bilhar de Sinai, o “lado” ¢; serd o comprimento de
arco referente a essa parte curva.

SA razio Z deve ser menor para a parte curva pois é necessirio um maior nimero pontos para que a
particula veja o segmento como uma curva.
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(1.3)
) (2,2)
S a2 ||@3
5 10 15 20 2% 644 64,5 64,6 64,7 64,8

Figura 7 — Grafico da média dos elementos da matriz T', com excessao dos elementos da diagonal
em funcao do ntimero de onda k. Os picos de T representam autoestados do sistema
interno e altura dos picos nao possui relevancia fisica, uma vez que no limite N — oo
a altura tende a infinito, o que esta associado a divergéncia da funcao de Green.
(a) Primeiras ressonancias do bilhar quadrado, com os cinco primeiros autoestados
(ng,ny) indicados. (b): picos da matriz T referentes aos estados exibidos nas figuras
9,10 e 11.

valor de k de ressonancia a partir da analise dos picos de T', surge o problema de saber o
angulo correto de incidéncia de ¢ correspondente ao valor de k. Uma vez que a matriz T’
nao carrega informagoes acerca da direcao do vetor de onda k, somente de seu médulo
k| =k (veja a definicao de T, dada por (2.19)), ndo temos indicios através dela de como
separar k em suas componentes k, e k,. No entanto, sabemos que a solucao da equacao de
Schrodinger (2.1) para uma particula confinada em uma regiao quadrada de lado unitario
¢ dada por [72]

Unym, (r) = 2sen kyx sen kyy, (2.28)

com k, = mn,, k, = mny,, k = m\/n2 +n2 e 0 = arctank,/k, = arctann,/n,. Portanto,
neste caso, ao definirmos (n,, n,), definimos automaticamente k e 6. Note ainda que a troca
ng < n, gera uma funcao de onda diferente com mesma energia. Ou seja, para n, # n,
toda energia tem, pelo menos, uma degenerescéncia de grau dois. Essa degenerescéncia
¢ devida a simetria do bilhar. Existem ainda casos em que ocorrem degenerescéncias
acidentais devido a forma matematica de k. Por exemplo, k17 = k71 = k55 = 21,21
Somente através da analise do gréfico (T'(sp, s4)),, ., X k néo é possivel dizer se um estado
é ou nao degenerado. Para o caso do quadrado, para o qual é conhecida expressao analitica
para o espectro de energias, é facil identifica-los. Porém, para a maioria dos bilhares tal
expressao nao existe. Logo, somente através da analise da fungao de onda ¢ (r) em fungao

do angulo de incidéncia 6 é possivel distingui-los.

Como discutimos na secao 2.2, certas caracteristicas da matriz T se sobressaem

quando esta é analisada em um caso em que a onda incidente possui energia igual a uma
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(b) (c)

Figura 8 — (a) e (b): graficos de densidade de |¢(r)|* para (a) k = 64,55 ¢ 6 = 90° e (b):
k = 64,4749 (n, = 14, n, = 15) e § = 20°. (c): grifico de densidade de |T|* para
k = 64,55.

(a) (b) (c)

Figura 9 — (a) e (b): gréficos de densidade de |¢(r)|* para k = 64,4749 (n, = 14, n, = 15) com
(a) 6 = 43,02° e (b): O = 46,97°. (c): grafico de densidade de |T)?.

autoenergia do bilhar, em comparagao ao caso em que a energia nao pertence ao espectro
de energias do bilhar. Para o caso fora da ressonancia, exemplificado nas figuras 8(a) e
8(c), vemos que os elementos na vizinhanga da diagonal da matriz 7' sdo muito mais
elevados que os elementos distantes da diagonal e que ¥ (r) = 0 na regido interna do bilhar.
Observamos ainda que nao basta conhecermos apenas o valor correto da autoenergia, como
discutido acima, é necessario também ter o conhecimento do angulo de incidéncia da onda
na parte externa ao bilhar de modo a decompor corretamente as componentes £, e k, para
satisfazer as condigoes de simetria do problema, como mostra a figura 8(b), que possui a

autoenergia correta, porém o angulo de incidéncia esta incorreto.

Ja para um valor de k ressonante, exemplificado nas figuras 9, 10 e 11, além da
vizinhanca da diagonal, os outros elementos de T" possuem valores apreciaveis de modo que
essa matriz apresenta uma rica estrutura e diferentes padroes. Para o calculo da matriz T
e da funcao de onda 9 (r) exibidas nas figuras citadas utilizamos o valor obtido através do
MCP para o niimero de onda e o valor tedrico para o angulo de incidéncia. Os desvios dos

valores exatos de k para os obtidos através do MCP foram de aproximadamente 0,02%.
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()

Figura 10 — (a) e (b): graficos de densidade de [¢(r)|* para k = 64,7041 (n, = 10, n, = 18) com
(a) 6 = 29,05° e (b): O = 60,95°. (c): grafico de densidade de |T?.

Figura 11 — (a) e (b): graficos de densidade de |1 (r)[* para k = 64,7805 (n, = 13, ny = 16) com
(a) 6 = 30,09° e (b): 6 = 50,91°. (c): grafico de densidade de |T?.

2.4.2 Bilhar triangulo retangulo

Vamos agora discutir o caso do bilhar triangulo retangulo cujos catetos medem 1.
Novamente, a primeira coisa a ser feita é obter o espectro de energias utilizando a matriz
T. Na figura 12 se encontra tal grafico para um intervalo k € [2,25] e k € [64,4,64,8]. A
solucao deste sistema para quando os dngulos internos do tridngulo medem 45°, 45° e
90° pode ser facilmente obtida através da solucao do bilhar quadrado. Podemos formar
um tridngulo retdngulo tomando z,y € (0, 1) e restringindo a area para satisfazer y < x
com a linha y = = definindo outra parede de potencial (veja figura 1(a)). Enquanto que
as autofungoes do tipo (2.28) ndao satisfazem as condig¢oes de contorno necessarias, uma

combinacao linear de pares de autofungoes degeneradas do tipo

Wi,y (r) o Vg ny (r) — Yy (r) (2.29)

com n, < n, se anula nas fronteiras e portanto sao as fun¢oes de onda apropriadas. As
autoenergias correspondentes sao dadas por k = 7 /n2 + n2 com a restricao n, < n,. Deste
modo, um grande nimero de degenerescéncias 6ébvias do bilhar quadrado sao removidas
e algumas das degenerescéncias acidentais também sao eliminadas. Além disso, todos os

estados onde n, = n, sao eliminadas do espectro do triangulo retangulo. Podemos verificar
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isso a0 compararmos as figuras 7(a) e 12(a). Os picos correspondentes aos estados (1,1) e

(2,2), por exemplo, ndo estao presentes na segunda figura.

Diferentemente do caso anterior, agora nao sabemos como obter o angulo de
incidéncia de modo a separar corretamente as componentes k, e k,. O procedimento
utilizado neste caso, e para todo o trabalho, foi o seguinte: apdés obtido o valor de k
ressonante, calcular a matriz M através de (2.26) para os elementos fora da diagonal e
através de (2.23) para os elementos da diagonal, e obter a fungao de onda para 6 € [0, 360)
com um passo Af arbitrario. Em seguida, plotar a intensidade média <|@Z)(r)|2> em funcao
de 6. Tal grafico apresentard diversos picos, como mostra a figura 13. Em geral, o angulo
que produzir a maior intensidade média <]w(r)\2> ¢ o angulo correto de incidéncia que

gera o autoestado correto.

11 ” | ‘ l
2% 644 64,5 64,6 64,7 64,8
k: k

<T(8b7 5a)>

(a) (b)

Figura 12 — Gréafico da média dos elementos da matriz T, com excessao dos elementos da
diagonal em fungao do nimero de onda k. Os trés primeiros autoestados (n,,n,)
estao indicados em (a). Os picos correspondentes aos estados exibidos nas figuras 15,
16 e 17 estao indicados em (b).
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Figura 13 — Grafico da média espacial de 1 (r) em fungdo do angulo de incidéncia 0 para k =
64,7146. O pico de maior intensidade esta localizado em 6 = 299°.
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Na figura 14 vemos o caso em que o numero de onda da onda incidente nao
corresponde a um k ressonante. ¢(r) = 0 na regiao interna do bilhar e somente os
elementos na vizinhanca da diagonal da matriz 7' sdo apreciaveis. Ja nas figuras 15, 16 e
17 temos os casos em que a energia de ¢ é uma autoenergia do bilhar tridngulo retangulo,
onde esta possui uma degenerescéncia de grau trés. Como existe a restricao n, < n,,
todas as degenerescéncias do triangulo retdngulo sao acidentais. Além disso, na figura
18 encontra-se a combinagao linear (2.29) para os pares (n,,n,) igual a (14,15), (10, 18),
(13,16), (5,20), (8,19), as quais correspondem, respectivamente, as solugoes exibidas nas
figuras 15(a), 16(a), 17(a), 17(b) e 17(c).

(b)
Figura 14 — Graficos de densidade de (a) |[1p(r)| e (b) |T|? para k = 64,60.

iy -

Figura 15 — Créficos de densidade de (a) |1(r)|* e (b) |T|* para k = 64,4854 (n, = 14, n, = 15)
e § = 315°.
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Figura 16 — Graficos de densidade de (a) [¢(r)* e (b) |T|* para k = 64,7146 (n, = 10, n, = 18)
e =299°.
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Figura 17 — (a)-(c): graficos de densidade de [ (r)|? com (a) 6 = 321°, (b) 0 = 346° e (c) O = 337°;
(d) grafico de densidade de |T|%. Em todos os casos k = 64,7910 (n, = 13, ny = 16).

)
RN
e
.

Figura 18 — Gréficos de densidade de ¥y, . (r)|2 com (a) (ng,ny) = (14,15), (b) (ng,ny) =
(10,18), (c) (na,ny) = (13,16), (d) (ne, ny) = (5,20), (e) (na, ny) = (8,19).

2.4.3 Otimizacao de cavidades para dispositivos coletores de fotons

A pesquisa em optoeletronica tem se consolidado como uma area importante em
varios campos da tecnologia. Exemplo disto é sua crescente utilizagao na construgao de
dispositivos como detectores. LED’s, células solares, etc [73]. Por serem mais leves e terem
menor custo, tanto em termos de matéria-prima utilizada quanto de producao, a industria
de fotodetectores e células fotovoltaicas organicas tem destaque neste crescimento, sendo
que um dos temas mais importantes na pesquisa destes dispositivos é o de como otimizar

sua eficiéncia [74, 75].

Em 2000 foi demonstrado que adicionar um tipo de “grade” (mdscara refletora

com pequenas aberturas periddicas) sobre a camada organica fotoativa pode aumentar a
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eficiéncia quantica interna do dispositivo fotodetetor em aproximadamente 30%, na regiao
do espectro solar [76]. A ideia por tras dessa proposicao é a de que, no dispositivo sem a
grade, a luz incide uma vez na placa refletora e, se nao absorvido, o fo6ton se perde. Quando
é acrescentada a grade a estrutura, os fotons que adentram o dispositivo sao aprisionados,
criando-se entao a possibilidade de multiplas reflexdes entre as placas, o que aumenta as
chances de eles serem absorvidos pelo material organico, uma vez que passarao mais vezes

através desta camada.

Sao muitas as variaveis envolvidas para o bom desempenho de qualquer tipo de
dispositivo. Um problema que merece atencao antes da fabricacao destas estruturas é o
calculo de suas dimensoes otimizadas. Neste sentido, mostraremos aqui o estudo realizado
por Macedo et. al. [62] para a modelagem teérica do arranjo experimental mostrado na
figura 19(a) através do MCP, apenas como exemplo de como este de método, que foi
desenvolvido para solugoes de espalhamento quantico, pode ser aplicado em situagoes reais.
Estes resultados foram utilizados efetivamente na fabricacao de dispositivos fotodetetores,

como ¢ mostrado na ref. [62].

Utilizando uma onda incidente da forma ¢(r) = exp(—ik - r), a equacao de onda

do campo elétrico, para uma frequéncia w fixa, toma a forma
V2E(r) + euw’E(r) = 0,

com E(r(s)) = 0 na superficie das placas. Como a equagao acima apresenta a forma da
equacao de Helmholtz com condicao de contorno de Dirichlet, é valida a aplicagao do
MCP no tratamento do problema. Como foi considerado somente o caso bidimensional, é

possivel resolver apenas o caso escalar da equacao de Helmholtz.

Na figura 19(c) estd exibida, para alguns valores de s, isto é, a distancia entre as
aberturas na mascara refletora, em unidades de d, que mede a distancia entre a méscara e
a placa refletora, os graficos de densidade de |E(r)|* na regido indicada na figura 19(b).
Neste caso, as regioes claras correspondem aos maximos de |E(r)]2 e as regioes escuras
aos minimos. Com relacao ao comprimento de onda da onda incidente, foi utilizado A = d.
Como a regiao de camada ativa tem uma espessura de 500 nm em todas as amostras
produzidas, foi assumido em todos os calculos que a distancia entre a mascara e a placa
refletora (veja figura 19(a)) também é d. Claramente vemos que ao variar s, é obtido
diferentes distribui¢oes de campo na cavidade. De muitas simulacoes, Macedo et. al.
observaram que para os seus propositos, s = 15\ é a melhor configuracao geométrica para
o dispositivo. Neste caso, a distribuicdo do campo através da estrutura é mais uniforme, o
que faz com que seja otimizada a area utilizada do dispositivo, pois, uma parcela maior do
material fotoativo é exposta ao campo. Portanto, é esperado obter eficiéncias mais altas

neste caso, o que foi verificado no estudo em [62].
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Figura 19 — (a) Representagao esqueméatica do comportamento da luz no plano z—z do dispositivo.
(c) Gréficos de densidade das distribuigdes de campo simuladas, na regido indicada
em (b), para uma onda plana incidente de A = d = 500 nm. Os paineis representam
no sentido anti-horario: s = 15d, s = 40d, s = 50d e s = 30d. Figura retirada de [62].

2.5 Historico das simulagoes numéricas

Todas as simulagdes numéricas realizadas neste trabalho foram feitas ou em maqui-
nas de calculo disponibilizadas pelo Departamento de Fisica da Universidade Federal do
Parana, ou em maquinas de calculo disponibilizadas pelo Laboratorio Central de Processa-
mento de Alto Desempenho (LCPAD). O sistema operacional de ambas é o Linux. Nas

primeiras foram realizados simula¢oes mais simples, como calcular o espectro de energias
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com um intervalo em k pequeno e calcular as autofuncoes. Ja no LCPAD foram calculados

o espectro de energias para regioes mais extensas, que serd visto no proximo capitulo.

A implementacao numérica do MCP foi realizada primeiramente pelo Prof. Fabio
Marcel Zanetti na linguagem Fortran 77, como parte do desenvolvimento de seu curso
de mestrado. O Prof. Fabio me forneceu tais programas durante a Iniciagdo Cientifica e
durante essa época e durante o desenvolvimento do mestrado, aprimorei tais programas,
reescrevendo-os na linguagem Fortran 90 e utilizando a linguagem Python para otimizar a

obtencao do espectro de energias e dos angulos corretos de incidéncia da onda externa no

bilhar.
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3 Dinamica dos niveis de energia do bilhar

de Sinai

Neste capitulo iremos estudar relacdo entre a dinamica dos niveis de energia,
também chamada de movimento paramétrico dos autovalores, do bilhar de Sinai totalmente
dessimetrizado com suas respectivas autofungoes. Existem muitos estudos que tratam da
dinamica dos niveis de energia em bilhares, no entanto, nestes estudos, nada se fala sobre
o comportamento da fun¢ao de onda dentro dessas cavidades. Tal estudo é de extrema
importancia tecnolégica, uma vez que é necessario conhecer o comportamento da particula
(elétron, foton, etc) que estd confinada em uma determianda cavidade ao desenvolver

algum dispostivo.

O bilhar de Sinai estd exibido na figura 20(a) e as linhas pontilhadas representam
as suas linhas de simetria. As fungoes de onda, isto é, os autoestados do bilhar de Sinai
possuem uma paridade definida com relacao a cada linha de simetria. Logo, como a paridade
é¢ um bom numero quantico, iremos estudar o bilhar de Sinai totalmente dessimetrizado
(veja a regiao tracejada da figura 20(b)) de modo a nao haver interacao (cruzamento) entre
os niveis de energia de paridades diferentes. A geometria do bilhar, isto é, o comprimento

de seus lados, é definida pelos parametros «, r e pela sua area A,

= \/(2A+6r2)tana -,
[2A + [r?
by = \| ——,
tan «
2A + [Br?
ly =\ ——— =,
sen o cos o

que manteremos constante e igual a A = 1/2 para estudarmos apenas a influéncia da

@ | (b)

Figura 20 — O bilhar de Sinai consiste em um quadrado com um disco de raio r em seu centro.
As linhas pontilhadas correspondem as linhas de simetria do bilhar e k e 6§ sdo o
versor de onda da onda incidente e seu angulo de incidéncia, respectivamente.
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variagao dos dngulos e do raio no espectro de energias e com 3 = 7/2 — «. No limite r — 0

o bilhar de Sinai totalmente dessimetrizado tende ao bilhar tridngulo retangulo.

Como estamos intessados somente na morfologia da funcao de onda dos autoestados,
mostraremos apenas a solucao interna de ¢ (r), onde as regides escuras correspondem aos

pontos de maior intensidade da densidade de probabilidade | (r)|>.

3.1 Raio fixo, angulos variaveis

Primeiramente manteremos o raio r constante para estudarmos a influéncia da
variacao dos angulos internos, definidos por «, em suas autofungoes. Para tal, utilizaremos
as propriedades da matriz T' discutidas na secao 2.2. A dindmica dos niveis de energia,
em fungao de «, para um raio igual a r = 0,2 para dois intervalos de energia esta exibida
na figura 21. Imediamente notamos que a densidade de niveis de energia para um mesmo
intervalo é maior para regidoes mais elevadas do espectro, isto é, com energias mais altas,
quando comparada a regioes mais baixas. Também notamos que, apesar da interacao entre
os niveis de energia ser grande, eles variam em torno de uma mesma energia, uma vez que
a area do bilhar permanece constante. Alguns niveis, em certas partes do espaco k X «,
possuem uma dindmica acentuada, ou um perfil “diagonal” (estruturas tipo séliton), e
elas tendem a se aproximar mais de outros niveis, causando uma interagao mais intensa
entres eles. Iremos discutir a seguir a razao deste comportamento analisando a morfologia

das autofuncgoes, indicadas nas figuras 22, 23, 24, 25.

Nas figuras 22, 23 e 24 encontram-se os detalhes das regides indicadas na figura 21,

respectivamente, e seus autoestados. Os autoestados associados as familias cuja evolucao

46,0 46,0
45,51 45,51
45,0 45,0 ’
d 1
44,5 44,51)! /
il \//

44,0 : 44,0- : - ‘

65 66 69 70 08 100 101 102 103

Figura 21 — Gréfico dos picos de (|T'(sp, sq)|) como funcao de k e o com r = 0,2. A regiao
sombreada em (a) estd exibida na figura 22 e as regides sombreadas na figura (b)
estdo exibidas nas figuras 23 (esquerda) e 24 (direita).
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Figura 22 — Gréfico dos picos de (|T'(sp, Sq)|) em funcdo de k e a com r = 0,2 e gréficos de
densidade de \¢(r)]2 dos estados indicados para (a) k = 67,5999 e o = 44,2°; (b)
k= 67,5504 e o = 44,5% (c) k = 67,5129 e o = 45,1°; (d) k = 67,7735 e a = 44,15°;
() k = 67,8528 ¢ a = 44,7% (f) k = 67,8305 ¢ a = 44,15% (g) k = 67,8648
ea = 44,3% (h) k = 67,9106 ¢ a = 44,7° (i) k = 67,9017 e a = 44,15%; (j)
k =67,9767 e a« = 44,5°; (k) k = 68,0029 e o« = 44,7°; (1) k = 68,0150 e ov = 45,25°;
(m) k = 68,1603 e v = 44,15°; (n) k = 68,0772 e o = 44,7° e (0) k = 68,1970 e
a = 45,25

se d& sem muita variagdo na energia (evolugao 22(a), 22(b) e 22(c), por exemplo) possuem
uma morfologia da fungao de onda desordenada, nao-localizada, logo, existe uma maior
facilidade em acomodar a fungdo de onda a nova geometria. Ja para as regides onde a
evolucao das familias ¢ acentuada, a funcao de onda possui um carater ordenado, localizado
(os autoestados 22(d), 23(a), 23(i), 24(a), 24(g), por exemplo) e deve se ater a certos
vinculos, isto é, deve manter a forma organizada da funcdo de onda, para que o estado
continue a existir na nova geometria, fazendo com que a variacdo em sua energia (ou
comprimento de onda) seja grande. Esses estados estao associados aos estados cicatrizados

(scars) do bilhar tridngulo retdngulo, que por sua vez estao associados as 6rbitas periddicas
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4441 C
) /

Figura 23 — Gréfico dos picos de (|T'(sp, Sq)|) em funcdo de k e a com r = 0,2 e gréficos de
densidade de |¢(r)|* dos estados indicados para (a) k = 98,2296 ¢ o = 44,05°;
(b) k = 98,4477 e o = 44,25% (c) k = 98,5315 e o = 44,33%; (d) k = 98,6547
e a = 4445°% (e) k = 98,7041 e o = 44,5°; (f) k = 98,8878 e a = 44,7°; (g)
k= 98,9670 ¢ a = 44,8%; (h) k = 99,0150 e a = 45,1°; (i) k = 98,8820 ¢ a = 44,05°;
() k = 99,0753 e o = 44,38%; (k) k = 99,2017 ¢ o = 44,7° e (1) k = 99,1860 e
a = 45,05°.

instaveis do sistema andlogo, que serao analisadas posteriormente neste trabalho. O fato
de certos estados cicatrizados do triangulo retangulo se manterem mesmo para o bilhar
de Sinai se da pois 0s mesmos nao possuem uma por¢ao apreciavel da fungao de onda
na regiao do vértice perturbado pelo aumento do raio r. Isso ficard mais claro quando

analisarmos a influéncia do raio na dinamica dos niveis de energia.

Uma vez que o bilhar de Sinai possui uma dinamica classica completamente cadtica

e nao possui simetrias adicionais, segundo o teorema adiabatico, os niveis de energia nao
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Figura 24 — Grafico dos picos de (|T(sp, Sq)|) em fungdo de k e o com r = 0,2 e graficos de
densidade de [¢(r)[* dos estados indicados para (a) k = 101,338 e o = 44,1°;
(b) k = 101,403 e ov = 44,15°%; (c) k = 101,476 e av = 44,22°; (d) k = 101,672 e
a = 44,4° (e) k = 101,876 e o = 44,6%; (£) k = 102,138 e @ = 44,93°; (g) k = 102,039
ea=44,2° (h) k= 102,207 e a = 44,5° ¢ (i) k = 102,297 e o = 44,93°.

podem cruzar. Nas figuras 23 e 24 existem diversas regides onde os niveis de energia
aparentam cruzar, porém, ao ampliarmos a regiao vemos que, na verdade, ha a repeléncia
dos niveis de energia, uma caracteristica do espectro de bilhares cuja dinamica classica
é cadtica. Nessas repeléncias agudas (sharp avoided crossing), onde os niveis de energia
chegam muito préximos uns dos outros, eles sofrem uma transi¢ao diabatica (nao adiabatica)
[77], trocando as morfologias das suas fungoes de onda entre si. Tal fenémeno pode ser
observado nas figuras 22(d), 22(g) e 22(f), 22(e). Isto permite que, nos casos onde h4
sucessivas repeléncias ao longo de uma linha ficticia (comportamento tipo séliton), os
autoestados se “propagam” ao longo do espectro, até regioes préoxima de o = 45°. Estes
estados estao associados a diferentes estados cicatrizados e eles sao robustos, com uma
maior longevidade no espectro, o que ficard mais claro com a anélise da relagdo dos estados

cicatrizados com as érbitas periddicas do triangulo retangulo.

Na figura 25 encontra-se um zoom na regiao k € [98,93,99,13] e a € [44,78°,45,15°]
da figura 23. Esta regido corresponde a evolugao do autoestado 23(g) para 23(h). O que

vemos neste caso é que conforme o angulo « se aproxima de 45°, o autoestado passa a
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98,95 99.00 99,05 99,10

Figura 25 — Gréfico dos picos de (|T'(sp, Sq)|) em funcdo de k e a com r = 0,2 e gréficos de
densidade de [¢(r)|* dos estados indicados para (a) k = 98,9670 e o = 44,8°;
(b) k = 99,0007 e a = 44,85% (c) k = 99,0283 ¢ a = 44,9° (d) k = 99,0450 e
a = 44,95°% (e) k = 99,0470 e o« = 44,975°; (f) k = 99,0447 e a = 45,0°; (g)
k = 99,0323 e o = 45,05°%; (L) k = 99,0150 e o = 45,1°; (i) k = 99,1185 e o = 44,8°;
(G) k = 99,1110 e o = 44,85% (k) k = 99,1042 e a = 44,9% (1) k = 99,1012 e
a = 44,95% (m) k = 99,1032 e a = 44,975°% (n) k = 99,1075 e o = 45,0° (0)
k= 99,1165 e a = 45,05° e (p) k = 99,1232 e o = 45,1°.

ocupar uma regiao maior do espaco, até que, depois de a &= 45° ele perde completamente

seu carater ordenado.

Agora vamos estudar a influéncia do raio r nessas caracteristicas que acabamos

de discutir. Para isto, iremos analisar as figuras 26 e 27. Na primeira encontra-se um
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intervalo maior de k e «, com relagao aos casos mostrados na figura 21, para diferentes
valores de raio e, na segunda, os detalhes indicados na primeira figura e seus respectivos
autoestados. Podemos notar imediatamente que os sélitons sao estruturas comuns aos
espectros e repetem-se com certa frequéncia. Para o espectro onde o raio é nulo, figura
26(a), os niveis de energia possuem uma simetria em relagdo ao angulo o = 45°, devida a
simetria que o triangulo retangulo possui neste angulo. Sobre o = 45°, onde a dinamica
classica do bilhar é regular, observamos a existéncia de degenerescéncias, com os niveis
tocando-se. Para os casos onde o raio ¢ diferente de zero, figuras 26(b) e 26(c), a simetria
do tridngulo é quebrada e observamos que para « > 45° os sélitons sao mantidos com
maior dificuldade, praticamente desaparecendo com o aumento do raio. Para o < 45° os
solitons se mantém como no caso do raio nulo. E nestes casos nao observamos mais as

degenerescéncias sobre oo = 45°.

Observando os autoestados para o caso do raio nulo, figuras 27(a) a 27(e), perce-

bemos que os estados com a > 45° tém as mesmas caracteristicas que os estados com
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Figura 26 — Grafico dos picos de (|T'(sp, s4)|) como fungao de k e o com (a) r = 0,0, (b) r =0,1
e (c)r=0,2.
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Figura 27 — Gréafico dos picos de (|T(sp, Sq)|) em funcao de k e « para diferentes valores de
raio: 74 = 0,0, rg = 0,1 e rc = 0,2 e gréaficos de densidade de |¢(r)]2 dos estados
indicados para (a) k = 65,5931 e o = 43,9°; (b) k = 65,8763 ¢ o = 44,4°; (c)
k = 66,0740 e a = 45°%; (d) k = 65,9246 e o = 45,5%; (e) k = 65,5340 e a = 46,2°; (f)
k= 65,2702 ¢ a = 43,8%; (g) k = 65,6166 e a = 44,4°; (h) k = 65,4992 ¢ o = 45,8°;
(i) k = 64,9623 ¢ o = 46,6°; (j) k = 64,8522 ¢ o = 44,4°; (k) k = 65,0315 ¢ o = 44,8°;
(1) k = 65,0060 e o = 45,8° e (m) k = 64,4268 e o = 46,8°.

a < 45°, ambos associados a um mesmo tipo de estado cicatrizado (scar). Isso se da devido
a simetria na variacado da geometria ao passar por 45°. Além disso, os sélitons migram
para a direita/esquerda (regido de maior/menor energia, isto é, menor/maior comprimento
de onda) com o aumento/diminui¢do de « até 45°, pois a parede vertical/horizontal, a
qual seu perfil é associado, diminui/aumenta com a variagao de « e seu comprimento de
onda também deve diminuir/aumentar para o estado ser acomodado na nova geometria.
Notamos ainda que nesta regiao, sobre o = 45°, existe uma degenerescéncia de grau dois
(figuras 27(cy) e 27(c2)). Para o raio nao nulo, os estados que, para a < 45°, interagiam
com o vértice nao perturbado ainda mantém o estado cicatrizado que gera o soliton. Para
a > 45° os estados interagem com o vértice perturbado, e portanto, nao mantém a evolucao
do estado cicatrizado. A morfologia da fun¢ao de onda desses estados se assemelha a do

estado cicatrizado, porém a perturbacao causada pela parte curva faz com que a evolucao
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do soéliton se perca.

A semelhanca entre os trés graficos da figura 26 indica que as solugdes do bilhar de

Sinai estao associadas aquelas do tridngulo retangulo, o que sera verificado a seguir.

3.2 Raio variavel, angulos fixos

A dindmica dos niveis de energia, em funcao de r, para trés valores distintos de « é
mostrada na figura 28, e os detalhes indicados nesta figura e seus respectivos autoestados
estao exibidos nas figuras 29, 30 e 31. Percebemos nas trés situa¢des como o espectro do
bilhar de Sinai (r # 0) é construido a partir da evoluc¢ao do espectro do tridngulo retdngulo
(r =0). Além disso, notamos que nao existem familias sendo criadas conforme r aumenta,
o que indica que todas as solu¢oes do bilhar de Sinai estao associadas a autoestados do
triangulo retangulo. Notamos também que, assim como no caso anterior, os sélitons se
repetem com uma certa frequéncia e que o nimero de sélitons para o mesmo intervalo de

energia é maior quando a = 44°. Para o caso onde o = 45°, figura 28(b), observamos a

0.5 0,5
0.41 0,41
0.31 0,31
~ ~
0.21 ' 0,21 g
0.11 0,11 i
0.0 ’ 0,0 :
60 62 64 66 68 70 60 62 64 66 68 70
k k
(a) (b)
0,5
0,41
0,31
~
0,21
0,11
0,0 | : : -
60 62 64 66 68 70
k

()

Figura 28 — Graficos dos picos de (T'(sp, sq)) como funcao de k e r com (a) o = 44°, (b) a = 45°
e (c) a = 46°.
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presenca de quebra de degenerescéncias duplas e triplas, ocasionadas pela perturbacao da
estrutura devido ao aumento do raio r e a consequente quebra da simetria que causava as
degenerescéncias. Observamos também a presenca de diversas estruturas tipo soliton, com
comportamentos diferentes quanto a logenvidade*, produzidas por estados cicatrizados
que estao associados a autoestados do triangulo retangulo, sendo que os estados cuja

morfologia da fun¢ao de onda possui um perfil mais “organizado” geram sélitons com

0,20 T
0,151
= 0,10+

0,05

0,00
63,5

(p)

Figura 29 — Gréfico dos picos de (|T'(sp, sq)|) em funcdo de k e r para a = 44° e gréficos de
densidade de [¢(r)]? dos estados indicados para (a) k = 64,5051 e r = 0,0; (b)
k= 64,3278 e r = 0,084; (c1) e (c2) k = 64,0464 e r = 0,129; (d) k = 63,8769 e
r=0,16; () k = 64,6349 e r = 0,187; (f) k = 64,6642 e r = 0,0; (g) k = 64,4572 e
r=0,09; (h) k = 64,1936 e r = 0,138; (i) k = 63,9751 e 7 = 0,169; (j) k = 64,8100 e
r=0,0; (k) k = 64,5515 e 7 = 0,102; (1) k = 64,3098 e r = 0,144; (m) k = 64,8520 e
r =0,0; (n) k = 64,6435 ¢ r = 0,094; (0) k = 64,8683 e r = 0,0 e (p) k = 64,923 ¢
r = 0,058.

*Neste caso, longevidade esta relacionada com o quanto é preciso perturbar a geometria para que o
comportamento tipo séliton se perca.
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maior facilidade e com maior longevidade. Por exemplo, o estado 29(a) gera o séliton
29(b)—29(c)—29(d)-29(e), que possui maior longevidade que o séliton gerado pelo estado

29(j), cuja morfologia possui um padrao mais complicado que o estado 29(a).

Observamos na figura 30 a quebra de uma degenerescéncia tripla causada pela
perturbagao do raio em um dos vértices. Os estados degenerados 30(j) do tridngulo
retangulo evoluem para os estados 30(k), 30(1) e 30(m) do bilhar de Sinai. Além disso,
observamos também a quebra da degenerescéncia, quando r = 0 e o = 45°, devido a

variagdo do dngulo, ao compararmos a figura 30 com as figuras 29 e 31. Os estados 30(j)

0,201
0,151 k

= 0,10

0,05 \
0,00 a_ f\]

63,75 64,00 64,25 64,50 64,75

Figura 30 — Grafico dos picos de (|T(sp, $4)|) em fungdo de k e r para a = 45° e graficos de
densidade de [¢(r)]* dos estados indicados para (a) k = 64,4804 e r = 0,0; (b)
k = 64,3089 e r = 0,083; (c) k = 64,0927 e r = 0,125; (d) k = 63,8601 e r = 0,16; (e)
k= 63,6719 e r = 0,181; (f) k = 64,7097 e 7 = 0,0; (g) k = 64,5019 e r = 0,097; (h)
k= 64,2425 e r = 0,142; (i) k = 63,9308 e r = 0,182; (j) k = 64,7857 e r = 0,0; (k)
k= 64,4911 e r = 0,108; (1) k = 64,5263 e 7 = 0,111; (m) k = 64,8407 e r = 0,061;
(n) k = 64,2125 e 7 = 0,153 e (0) k = 64,0231 e 7 = 0,189.
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Figura 31 — Gréfico dos picos de (|T(sp, sq)|) em funcao de k e r para a = 46° e graficos de
densidade de |1(r)|* dos estados indicados para (a) k = 64,5049 e r = 0,0; (b)
k = 64,2943 e r = 0,093; (c) k = 64,0881 e r = 0,131; (d) k = 63,8871 ¢ r = 0,16;
(e) k =63,557T9 e r = 0,199; (f) k = 64,6642 e r = 0,0; (g) k = 64,8100 e = 0,0; (h)
k = 64,7206 e r = 0,06; (i) k = 64,4905 e r = 0,115; (j) k = 64,2475 e r = 0,152; (k)
k = 63,9808 e r = 0,188; (1) k = 64,8519 e r = 0,0; (m) k = 64,6945 e r = 0,083; (n)
k = 64,3062 ¢ r = 0,151; (0) k = 64,8683 ¢ r = 0,0 e (p) k = 64,9034 e r = 0,075.

se separaram nos estados 29(j), 29(m) e 29(o) ao diminuirmos « e nos estados 31(g), 31(1)

e 31(0) ao aumentarmos o.

Além disso, observamos na figura 32 que os solitons que se repetem com uma certa
frequéncia estao associados a trés estados distintos: 32(a), 32(c) e 32(e). Os dois primeiros
sao os estados bouncing ball (BB), que estao presentes também no espectro para angulos
variaveis, estudados na segao anterior. Vimos que estes estados, quando r # 0, deixam de
gerar as estruturas tipo soliton, logo, a razao para o espectro para o = 46° possuir um

menor numero de solitons é devido ao fato dos estados BB nao sobreviverem a variagao do
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Figura 32 — Gréfico dos picos de (|T'(sp, sq)|) em funcao de k e r para a = 44° e gréaficos de
densidade de |1(r)|* dos estados indicados para (a) k = 62,5537 ¢ r = 0,0; (b
k= 61,0551 e r = 0,25; (c) k = 63,1400 ¢ r = 0,0; (d) k = 61,9060 e r = 0,225; (e
k = 64,4997 e r = 0,0; (f) k = 62,9360 e r = 0,252; (g) k = 65,6466 e r = 0,0; (h
k= 62,8050 e r = 0,34; (i) k = 66,2509 e r = 0,0; (j) k = 63,2426 ¢ r = 0,35; (k
k =68,7584 e r = 0,0; (1) k = 66,1361 e r = 0,317; (m) k = 68,9415 e r = 0,0; (
k =68,4090 e r = 0,14 e (0) k = 68,6408 e r = 0,162.

raio r para este valor de a.

3.3 Relacao entre os estados cicatrizados e as orbitas periédicas

De todas as observagoes feitas até aqui, pudemos perceber que todas as solugoes
para geometrias em torno de o = 45° e/ou com raios nao nulos, sao oriundas da evolugao
das solugoes do triangulo retangulo de angulos 45°-45°-90°, o qual possui solucao analitica
conhecida, dada por (2.29). Podemos entao associar os estados cicatrizados dos bilhares
nao regulares que dao origem aos soélitons, tanto aos autoestados do triangulo retangulo,
como as Orbitas peridédicas instaveis de seu andlogo classico. Alguns estados cicatrizados e

suas respectivas Orbitas peridédicas estao exibidos na figura 33.
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Segundo Heller [43], dado um estado cicatrizado, associado a uma 6rbita de com-
primento £, de energia F/ = k2, é esperado que exista uma familia de estados cicatrizados
da mesma 6rbita em k + 27n /L, com n inteiro. Logo, o produto do comprimento da érbita

com a diferenca no nimero de onda, dividos por 27 deve ser um inteiro, isto é

LAFK
n=—-.
27
Para os estados BB, o comprimento da érbita é igual ao comprimento do lado que a érbita
estd associada (igual a altura do bilhar, para os casos 33(a) e 33(b) e igual a base do
bilhar, para o caso 33(c)). J& para o outro estado cicatrizado, 33(d), o comprimento da

orbita é igual ao comprimento da diagonal do bilhar.

Na tabela 1 encontram-se alguns valores de n para a evolucao dos estados BB em
funcao de o para r = 0 (figura 26(a)). Vemos que para angulos em torno de a = 45°, n
resulta em um ntmero quase inteiro. Para angulos muito diferentes de o = 45°, n tende a
um numero nao-inteiro, ainda que para os angulos calculados ele seja bem préximo de um
inteiro. Na tabela 2 encontram-se o valor de n para os outros dois estados cicatrizados,
exemplificados nas figuras 33(b) e 33(d). Vemos, novamente, que os valores obtidos estao
de acordo com o previsto por Heller [43]. Portanto, este é um modo de verificar se uma

determinada érbita é associada a uma certa familia de estados cicatrizados.

(a) (b) (c) (d)

Figura 33 — Estados cicatrizados e suas respectivas orbitas peridédicas, indicadas pelas linhas
tracejadas nas figuras na linha de baixo.

Tabela 1 — Calculo de n para os estados BB para diferentes valores de o« com r = 0. Os valores
de k sdo referentes ao espectro exibido na figura 26(a).

« (O) ks ko k?3 L ni2 UDXS

41,2 60,8191 63,8014 66,7867 2,1376 1,0146 1,0156
424 61,5902 64,6295 67,6568 2,0930 1,0124 1,0084
44,0 62,5592 65,6681 68,7670 2,0352 1,0070 1,0038
45,0 62,9348 66,0767 69,2096 2,0000 1,0001 0,9972
46,4 62,3282 65,4095 68,4908 2,0495 1,00561 1,0051
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Tabela 2 — Célculo de n para os estados exemplificados nas figuras 33(b) e 33(d) para o = 44° ¢
r = 0. Os valores de k sdo referentes ao espectro exibido na figura 32.

«Q (0) kl k2 E 19

Estado 33(b) 44,0 63,1409 66,2509 2,0352 1,0074
Estado 33(d) 44,0 64,4997 68,9415 2,8293 2,0001

3.4 Estatisticas da separacao dos niveis de energias vizinhos

Este trabalho esteve focado na relacao da morfologia da funcao de onda dos
autoestados com o comportamento dos niveis de energia quando a geometria do bilhar é
perturbada. Para tal estudo nao é necessaria a observacao de regides extensas do espectro,
uma vez que as linha gerais das analises se mantém independentemente do intervalo de
energias observado, e entao, nao analisaremos em detalhes regioes extensas do espectro.
Porém, como complemento a caracterizagao da dinamica do bilhar quantico na regiao
de transigao entre a dindmica regular (r = 0 e @ = 45°) e a dindmica cadtica/mista
(r # 0/ # 45°), vamos mostrar as estatisticas da separa¢ao dos niveis de energias vizinhos
para diferentes valores de . Na figura 34 encontram-se tais estatisticas para dois valores
de raio: r = 0,0 e r = 0,25, onde utilizamos 1530 estados para montar os histogramas.
Observamos que em todos os casos onde r # 0, isto é, a dindmica do sistema analogo
classico é cadtica, as estatisticas fornecem resultados descritos pela distribuicdo de Wigner
com = 1em (1.2) (GOE). J4 para os casos onde r = 0, para todos os casos, menos
34(c) (o = 45°), a dindmica classica ¢ mista e as estatisticas nao sao descritas nem
pela distribuicao de Poisson e nem pela distribuicdo de Wigner. No entanto, podemos
quantifica-las utilizando a distribui¢do de Brody, dada por (1.3). O valor do coeficiente ¢
varia de 0 a 1, onde ¢ = 0 é a distribuicao de Poisson e ¢ = 1 ¢ a distribuicao de Wigner.
Parar =0e a = 44° e a = 46°, o valor de ¢ que melhor ajusta o histograma foi ¢ = 0,3386.
Japarar =0e a=44,4° e a = 45,6°, o valor obtido foi de ¢ = 0,1875. Ou seja, para uma
geometria mais perturbada, isto ¢, angulos mais “distantes” do angulo 45°, que ¢ o caso
regular, o coeficiente ¢ apresenta um valor mais proximo de 1 do que para os casos cuja
geometria foi menos perturbada. Portanto, podemos dizer que tais sistemas/geometrias
apresentam um grau maior de caoticidade quando comparado com os casos mais proximos

do regular.

Além disso, para a distribuigdo de Brody, assim como para a de Wigner, P(s) — 0
conforme s — 0, isto é, ndo ha o cruzamento dos niveis de energia. No entanto, como o
pico de P(s) estd mais préximo da origem que o pico do GOE, os niveis de energia podem
se aproximar mais do que o caso GOE, causando o sharp avoided crossing. Para o caso
onde o = 45°, 0 espectro foi obtido de forma analitica, a dindmica é regular e as lacunas

presentes no histograma sao devidas as degenerescéncias presentes neste caso [16].
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Figura 34 — Estatisticas da separacao dos niveis de energia vizinhos para o bilhar de Sinai com
r = 0 para os graficos a esquerda e r = 0,25 para os graficos a direita com (a)
a =44,0% (b) a = 44,4° (c¢) a = 45,0°; (d) a = 45,6° e (e) a = 46,0°. A linha sélida
representa a distribuigdo de Poisson, dada por (1.1), a linha tracejada representa a
distribuigdo de Wigner, dada por (1.2) e a linha pontilhada representa a distribuicao
de Brody, dada por (1.3) com (a) e (e) ¢ = 0,3386 e (b) e (d) ¢ = 0,1875.
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4 (Conclusoes

O objetivo principal deste trabalho foi estudar a relacao da morfologia das auto-
fungoes do bilhar de Sinai totalmente dessimetrizado com as estruturas tipo solitons, que
mostram a ligacao entre as dinamicas regular e cadtica na regiao de transicao, presentes

no seu espectro de energias através da versao numérica do MCP.

No capitulo 2 apresentamos o desenvolvimento analitico do MCP. Primeiramente
demonstramos como obter a fun¢ao de onda v (r) para barreiras permeaveis e impermedaveis.
Em seguida, vimos que o MCP gira em torno da introdugao da matriz T, e que através das
suas propriedades podemos obter de maneira simples e direta as solugoes de espalhamento
e os autoestados para regides fechadas. Na secao 2.3 fizemos o desenvolvimento numérico
do MCP, que foi utilizado para todo o trabalho. Por fim, exemplificamos a aplicacao
do MCP para dois bilhares regulares conhecidos na literatura: o bilhar quadrado e o
bilhar triangulo retangulo e mostramos como o MCP pode ser utilizado na otimizacao de

dispositivos coletores de fétons.

No terceiro capitulo aplicamos o MCP para o bilhar de Sinai totalmente dessi-
metrizado. Analisamos o comportamento do espectro de energias em funcao dos angulos
internos e do seu raio. Dentre os resultados obtidos podemos destacar o fato de que todas
as estruturas tipo séliton sao geradas por estados cicatrizados e que cada soliton tem um
comportamento diferente quanto a longevidade. Vimos também que devido a propriedade
de defocalizacao do bilhar de Sinai, os estados bouncing ball ndo sobrevivem para o > 45°
quando o raio é diferente de zero. Além disso, verificamos também que os sélitons rea-
parecem no espectro com um certo periodo em k e que todas as solucoes do bilhar de
Sinai estao associadas as solugoes do bilhar triangulo retangulo. Por fim, obtivemos as
estatisticas da separacao dos niveis de energias vizinhos para diferentes valores de « e
raio, onde verificamos que para r # 0 a estatistica é descrita pela distribuicao de Wigner
e que para r = 0 e a # 45 a dindmica classica é mista e um modo que quantifica-la é
utilizando as distribui¢oes intermediarias. Neste caso utilizamos a distribuicao de Brody
e obtivemos ¢ = 0,3386 parar = 0 e a = 44° e « = 46°. JA parar =0 e a = 444° e
a = 45,6°, obtivemos ¢ = 0,1875. O valor de ¢ quantifica o grau de caoticidade, sendo que

quanto mais préximo de 1, mais cadtico é o sistema.
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